Abiturprufung 2012
Mathematik

Arbeitszeit: 240 Minuten

Der Fachausschuss wahlt aus den Themengebieten Analysis, Stochastik und
Geometrie jeweils eine Aufgabengruppe zur Bearbeitung aus.

Name des Pruflings

Das Geheft mit den Aufgabenstellungen ist abzugeben.






Analysis

Aufgabengruppe |

Teil 1
1 Geben Sie zu den Funktionstermen jeweils den maximalen Definitions-
bereich sowie einen Term der Ableitungsfunktion an.
a) f(x)=In(x+3)

3
x2 -1

b) g(x)=

2 Geben Sie jeweils den Term einer in IR definierten Funktion an, die die
angegebene Eigenschaft besitzt.

a) Der Graph der Funktion f hat den Hochpunkt (0]5).

b) Die Funktion g ist an der Stelle x =5 nicht differenzierbar.

3 Gegeben ist die in IR definierte Funktion f: x sin(2x).

a) Geben Sie zwei benachbarte Nullstellen von f an.

2
b) Berechnen Sie den Wert des bestimmten Integrals jf(x)dx.
0
Warum stimmt der Wert dieses Integrals nicht mit dem Inhalt der Flache
Uberein, die fir 0 < x <2 zwischen dem Graphen von f und der x-Achse
liegt?

E

4 Abbildung 1 zeigt den Graphen G; einer in ) —
]-0;5] definierten Funktion f. N G|/
Skizzieren Sie in der Abbildung den Graphen
der zugehdrigen Ableitungsfunktion f'. Be-
rucksichtigen Sie dabei insbesondere einen
Naherungswert fiir f'(0), die Nullstelle von f’
und das Verhalten von f' fir x — 5. " T T%13
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Abb. 1 !

(Fortsetzung néchste Seite)



Teil 2

X
Gegeben ist die Funktion f:x—

mit Definitionsbereich IR. Abbildung 2

e +9
zeigt den Graphen G; von f.
™
y
4
3
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Abb. 2

1 a) Zeigen Sie rechnerisch, dass G; genau einen Achsenschnittpunkt S be-
sitzt, und geben Sie die Koordinaten von S an.
b) Begriinden Sie mithilfe des Funktionsterms von f, dass lim f(x) =0 und
X—>—00
lim f(x) =2 gilt.

X—>+00

c) Weisen Sie rechnerisch nach, dass G; in IR streng monoton steigt.

X
(zur Kontrolle: f'(x) = —2

(e* +9)?
d) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an G; im Achsenschnitt-
punkt S.
(Ergebnis: y =0,18x+0,2)

e) Berechnen Sie den Inhalt der Flache, die G; mit den Koordinatenachsen
und der Geraden x =4 einschlieft.

f) Begrunden Sie, dass f in IR umkehrbar ist. Geben Sie den Definitionsbe-
reich und den Wertebereich der Umkehrfunktion f~' an und zeichnen Sie
den Graphen von fin Abbildung 2 ein.

(Fortsetzung nachste Seite)
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2 Das Wachstum von Sonnenblumen der Sorte Alba lasst sich modellhaft mit-

hilfe der Funktion f beschreiben. Beginnt man die Beobachtung zwei Wo-
chen nach der Auskeimung einer Sonnenblume dieser Sorte, so liefert f(x)
fir x €[0;4] im Modell die Hohe der Blume in Metern. Dabei ist x die seit
Beobachtungsbeginn vergangene Zeit in Monaten. In den Aufgaben 2a bis
2d werden ausschlieB3lich Sonnenblumen der Sorte Alba betrachtet.

a) Berechnen Sie auf der Grundlage des Modells, um wie viele Zentimeter
eine Sonnenblume innerhalb der ersten zwei Monate nach Beobach-
tungsbeginn wachst.

b) Berechnen Sie auf der Grundlage des Modells, wie viele Monate nach
Beobachtungsbeginn eine Sonnenblume eine Hohe von 1,5 Metern er-
reicht. Beschreiben Sie, wie man den berechneten Wert graphisch tber-
prifen kann.

c) Im Modell gibt es einen Zeitpunkt X4, zu dem die Blumen am schnellsten
wachsen. Bestimmen Sie mithilfe von Abbildung 2 einen Naherungswert
fur Xy. Ermitteln Sie anschlieRend einen Naherungswert fur die maxima-
le Wachstumsrate in Zentimetern pro Tag.

d) Ein Biologe nimmt an, dass sich das Wachstum der Blumen vor Beobach-
tungsbeginn naherungsweise durch die Gleichung der Tangente aus Auf-
gabe 1d beschreiben lasst. Untersuchen Sie mithilfe einer Rechnung, ob
diese Annahme damit in Einklang steht, dass vom Zeitpunkt des Auskei-
mens bis zum Beobachtungsbeginn etwa zwei Wochen vergehen.

Haben zu Beobachtungsbeginn Sonnenblumen der Sorte Tramonto die glei-
che Hohe wie Sonnenblumen der Sorte Alba, so erreichen von da an die
Sonnenblumen der Sorte Tramonto im Vergleich zu denen der Sorte Alba
jede Hohe in der Halfte der Zeit.

Das Wachstum von Sonnenblumen der Sorte Tramonto lasst sich modellhaft
mithilfe einer in IR definierten Funktion g beschreiben, die eine Funktions-
gleichung der Form I, 1l oder Il mit k €IR" besitzt:

x+k X kx
| yzsz— Noy—k.—22 m y-= fe
e +9 e*+9 e +9
Dabei ist x die seit Beobachtungsbeginn vergangene Zeit in Monaten und
y ein Naherungswert fir die Hohe einer Blume in Metern.

e) Begrinden Sie, dass weder eine Gleichung der Form | noch eine der
Form Il als Funktionsgleichung von g infrage kommt.

f) Die Funktionsgleichung von g hat also die Form Ill. Geben Sie den pas-
senden Wert von k an.
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Analysis

Aufgabengruppe Il

Teil 1

2x+3

X° +4x+3

menge D. Bestimmen Sie D sowie die Nullstelle von f.

Gegeben ist die Funktion f:x mit maximaler Definitions-

Gegeben ist die in IR definierte Funktion g: X - x - e 2.

a) Bestimmen Sie die Koordinaten des Punkts, in dem der Graph von g eine
waagrechte Tangente hat.

b) Geben Sie das Verhalten von g fur X - —0 und X — +c0 an.
Betrachtet wird die in IR" definierte Funktion h:x — —Inx+3.

a) Geben Sie an, wie der Graph von h schrittweise aus dem Graphen der
in IR™ definierten Funktion x — Inx hervorgeht.

b) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an den Graphen von h im
Punkt (1]h(1)).

a) Warum hat jede Integralfunktion mindestens eine Nullstelle?

b) Geben Sie den Term einer in IR definierten Funktion f an, sodass die
X

in IR definierte Integralfunktion F: x .[f(t)dt genau zwei Nullstellen
1
besitzt. Geben Sie die Nullstellen von F an.

(Fortsetzung nachste Seite)
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1 An einer Wand im Innenhof der von Antoni Gaudi

Teil 2

gestalteten Casa Batll6 in Barcelona findet man ein
Keramikkunstwerk (vgl. Abbildung 1).

Der annahernd parabelformige obere Rand des
Kunstwerks soll durch den Graphen einer ganz-
rationalen Funktion modellhaft dargestellt werden.
Auf dem Graphen sollen bei Verwendung des ein-
gezeichneten Koordinatensystems die Punkte
A(—2|0), B(2|0) und C(O|5) liegen (1LE ent-
spricht 1 m, d. h. das Kunstwerk ist 5m hoch).

~ Abb. 1

a) Ermitteln Sie den Term einer in IR definierten quadratischen Funktion p,
deren Graph durch die Punkte A, B und C verlauft.

(zur Kontrolle: p(x) = ~1,25x2 +5)

Ein den oberen Rand des Kunstwerks genauer darstellendes Modell liefert
der Graph der in IR definierten ganzrationalen Funktion q vierten Grades mit
q(x)=-0,1 1x* —0,81x? + 5. Der Graph von g wird mit G, bezeichnet.

b) Weisen Sie rechnerisch nach, dass G, symmetrisch bezuglich der
y-Achse ist, durch die Punkte A und B verlauft und genau einen Extrem-
punkt besitzt.

Abbildung 2 zeigt die Graphen von p und q. y

¢) Welcher der beiden dargestellten Graphen /E' \§
ist G, 7 Begrunden Sie lhre Antwort. f 4 \‘\

d) Im Intervall ]0;2[ gibt es eine Stelle X, an ({; X “\\
der der Wert der Differenz d(x)=q(x)—-p(x) i \u\
maximal wird. Berechnen Sie Xy sowie den i 2 \
Wert der zugehorigen Differenz. I ) \

e) Berechnen Sie mithilfe der Funktion q einen / \ n
Naherungswert fir den Flacheninhalt A des e [ 4 |o i
vom Kunstwerk eingenommenen Teils der 1 \
Wand. Abb. 2

(Fortsetzung néchste Seite)
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f) Die Gerade mit der Gleichung y =1,1 teilt im Modell den vom Kunstwerk
eingenommenen Teil der Wand in zwei unterschiedlich gestaltete Berei-
che. Beschreiben Sie, wie man mithilfe der Funktion q das Verhaltnis der
Flacheninhalte dieser beiden Bereiche naherungsweise bestimmen kann.
Geben Sie dazu geeignete Ansatze an und kommentieren Sie diese.

2 Unter dem Wasserdurchfluss eines Bachs an einer bestimmten Stelle ver-
steht man das Volumen des Wassers, das an dieser Stelle in einer bestimm-
ten Zeit vorbeifliel3t. Die Funktion f beschreibt die zeitliche Entwicklung des
Wasserdurchflusses eines Bachs an einer Messstelle, nachdem zum Zeit-
punkt t =0 eine bachaufwarts gelegene Schleuse geoéffnet wurde. Abbil-
dung 3 zeigt den Graphen G; von f.
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a) Entnehmen Sie Abbildung 3 im Bereich t >1 Naherungswerte fur die Ko-
ordinaten des Hochpunkts sowie fur die t-Koordinaten der beiden Wen-
depunkte von G; und geben Sie unter Berlicksichtigung dieser Ndhe-
rungswerte die jeweilige Bedeutung der genannten Punkte im Sachzu-
sammenhang an.

4
b) Bestimmen Sie If(t)dt naherungsweise mithilfe von Abbildung 3. Deuten
1
Sie den Wert des Integrals im Sachzusammenhang.

c) Bestimmen Sie mithilfe von G; fiir t =4 und t =3 jeweils einen Nahe-
rungswert fiir die mittlere Anderungsrate von f im Zeitintervall [2;t]. Ver-
anschaulichen Sie Ihr Vorgehen in Abbildung 3 durch geeignete Stei-
gungsdreiecke. Welche Bedeutung hat der Grenzwert der mittleren Ande-
rungsraten fur t -» 2 im Sachzusammenhang?
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Stochastik
Aufgabengruppe |

Fur eine Quizshow sucht ein Fernsehsender Abiturientinnen und Abiturienten
als Kandidaten. Jeder Bewerber gibt in einem online auszufullenden Formular
die Durchschnittsnote seines Abiturzeugnisses an.

1 Insgesamt bewerben sich dreimal so viele weibliche wie mannliche Perso-
nen, wobei 80 % der weiblichen und 75 % der mannlichen Bewerber eine
Durchschnittsnote von 1,5 oder besser angeben. Bestimmen Sie den Anteil
der Personen unter allen Bewerbern, die eine schlechtere Durchschnittsnote
als 1,5 angeben.

2 Aus dem Bewerberfeld werden zwanzig weibliche und zehn mannliche Per-
sonen zu einem Casting eingeladen, das in zwei Gruppen durchgefuhrt wird.
Funfzehn der Eingeladenen werden fir die erste Gruppe zufallig ausge-
wahlt. Die Wahrscheinlichkeit dafur, dass fur die erste Gruppe zehn weibli-
che und finf mannliche Personen ausgewahlt werden, wird mit p bezeich-
net.

a) Begrinden Sie im Sachzusammenhang, dass p nicht durch den

15) (1)° (2)'° . .
Term =1 /= beschrieben wird.
5 3 3

b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit p mithilfe eines geeigneten Terms.
Nach dem Casting stehen die zehn Kandidaten der Quizshow fest.

3 Im Rahmen der Show mussen Aufgaben aus verschiedenen Fachgebieten
gelost werden. Die Anzahl der von einem Kandidaten zu |I6senden Aufgaben
aus dem Fachgebiet Mathematik ist gleich der Augensumme, die von ihm
bei einmaligem Werfen zweier Wurfel erzielt wird. Die beiden Wurfel tragen
jeweils auf zwei Seitenflachen die Augenzahl 0, auf drei Seitenflachen die
Augenzahl 1 und auf einer Seitenflache die Augenzahl 2.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit daflir, dass der erste Kandidat
genau zwei Aufgaben aus dem Fachgebiet Mathematik [6sen muss.

(Fortsetzung nachste Seite)
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b) Die ZufallsgroRe X beschreibt die Anzahl der von einem Kandidaten zu
I6senden Aufgaben aus dem Fachgebiet Mathematik. Der Tabelle kann
die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X entnommen werden. Ermitteln
Sie den fehlenden Wert der Wahrscheinlichkeitsverteilung sowie den
Erwartungswert von X.

x|0‘1‘2‘3‘4
Pox=x) | ¢ [ 318 |3

c) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafur, dass genau einer der zehn
Kandidaten keine Aufgabe aus dem Fachgebiet Mathematik 16sen muss.

d) Bestimmen Sie, wie viele Kandidaten an der Quizshow mindestens teil-
nehmen mussten, damit mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 90 %
wenigstens ein Kandidat darunter ist, der keine Aufgabe aus dem Fach-
gebiet Mathematik I6sen muss.

Fur eine Aufgabe aus dem Fachgebiet Mathematik kommen zwei Kuverts
zum Einsatz, die jeweils funf Spielkarten enthalten. Es ist bekannt, dass das
eine Kuvert genau zwei und das andere genau drei rote Spielkarten enthalt.
Der Showmaster wahlt, jeweils zufallig, ein Kuvert und aus diesem zwei Kar-
ten aus.

e) Bestatigen Sie rechnerisch, dass die Wahrscheinlichkeit dafur, dass die
beiden ausgewahlten Karten rot sind, 20 % betragt.

f) Der Showmaster zeigt die beiden ausgewahlten Karten; sie sind tatsach-
lich rot. Der Kandidat wird nach der Wahrscheinlichkeit dafur gefragt,
dass die beiden Karten aus dem Kuvert mit den drei roten Karten stam-
men. Bestimmen Sie diese Wahrscheinlichkeit.

11



Stochastik
Aufgabengruppe li

1 Nachdem die Verfilmung eines bekannten Romans erfolgreich in den Kinos
gezeigt wurde, veroffentlicht eine Tageszeitung das Ergebnis einer repra-
sentativen Umfrage unter Jugendlichen. Der Umfrage zufolge hatten 88 %
der befragten Jugendlichen den Roman zum Zeitpunkt des Kinostarts noch
nicht gelesen, 18 % sahen die Verfiimung. Von den Befragten, die laut Um-
frage den Roman zum Zeitpunkt des Kinostarts bereits gelesen hatten, ga-
ben 60 % an, die Verfilmung gesehen zu haben.

Betrachtet werden folgende Ereignisse:

R: ,Eine aus den Befragten zufallig ausgewahlte Person hatte laut Umfrage
den Roman zum Zeitpunkt des Kinostarts bereits gelesen.”

V: ,Eine aus den Befragten zufallig ausgewahlte Person sah laut Umfrage
die Verfilmung.®

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafur, dass eine aus den Befrag-
ten zufallig ausgewahlte Person, die laut Umfrage den Roman zum Zeit-
punkt des Kinostarts noch nicht gelesen hatte, angab, die Verfilmung ge-
sehen zu haben.

b) Beschreiben Sie das Ereignis RuUV im Sachzusammenhang und be-
stimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses.

2 Ein Jahr spater mochte die Tageszeitung ermitteln, ob sich durch die Verfil-
mung der Anteil p der Jugendlichen, die den Roman gelesen haben, we-
sentlich erhéht hat. Die Nullhypothese H : p <0,15 soll mithilfe einer Stich-
probe von 100 Jugendlichen auf einem Signifikanzniveau von 10 % getestet
werden. Bestimmen Sie die zugehdrige Entscheidungsregel.

(Fortsetzung nachste Seite)

12



Der Kurs Theater und Film eines Gymnasiums fuhrt die Blhnenversion des
Romans auf.

3 Fur die Premiere wird die Aula der Schule bestuhlt; in der ersten Reihe wer-
den acht Platze fur Ehrengaste reserviert. Bestimmen Sie die Anzahl der
Maoglichkeiten, die die funf erschienenen Ehrengaste haben, sich auf die re-
servierten Platze zu verteilen, wenn

a) die Personen nicht unterschieden werden;
B) die Personen unterschieden werden.

Nennen Sie im Sachzusammenhang einen moéglichen Grund daflr, dass die
maoglichen Anordnungen der Ehrengaste auf den reservierten Platzen nicht
gleichwahrscheinlich sind — unabhangig davon, ob die Personen unter-
schieden werden oder nicht.

4 Bei jeder Auffuhrung wird der Vorhang 15-mal geschlossen; dafur ist ein
automatischer Mechanismus vorgesehen. Erfahrungsgemalf funktioniert der
Mechanismus bei jedem SchlieRen des Vorhangs mit einer Wahrscheinlich-
keit von 90 %. Nur dann, wenn der Mechanismus nicht funktioniert, wird der
Vorhang von Hand zugezogen.

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten folgender Ereignisse:

A: ,Bei einer Auffihrung wird der Vorhang kein einziges Mal von Hand
zugezogen.“

B: ,Bei einer Auffuhrung lasst sich der Vorhang zunachst viermal automa-
tisch schlief3en, insgesamt wird der Vorhang jedoch genau zweimal
von Hand zugezogen.”®

b) Beschreiben Sie ein Urnenexperiment, mit dem sich das Verhalten des
Mechanismus bei 15-maligem SchlieRen des Vorhangs simulieren lasst.

c) Die Zufallsgrof3e X beschreibt, wie oft der Mechanismus beim SchlielRen
des Vorhangs im Verlauf einer Auffihrung nicht funktioniert. Bestimmen
Sie die Wahrscheinlichkeit dafiur, dass der Wert von X um mehr als eine
Standardabweichung vom Erwartungswert der ZufallsgrofRe abweicht.

13
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Geometrie

Aufgabengruppe |

Abbildung 1 zeigt modellhaft ein Dachzimmer in der Form eines geraden Pris-
mas. Der Boden und zwei der Seitenwande liegen in den Koordinatenebenen.
Das Rechteck ABCD liegt in einer Ebene E und stellt den geneigten Teil der
Deckenflache dar.

D(0[6]1)

ﬁ(3|0|0)
X

1 Abb. 1
a) Bestimmen Sie eine Gleichung der Ebene E in Normalenform.
(mdgliches Ergebnis: E : X, +2X3 -8 =0)
b) Berechnen Sie den Abstand des Punkts R von der Ebene E.

Im Koordinatensystem entspricht eine Langeneinheit 1 m, d. h. das Zimmer ist
an seiner hochsten Stelle 3m hoch.

Das Rechteck GHKL mit G(2]4|2) hat die Breite GL =1. Es liegt in der Ebe-
ne E, die Punkte H und K liegen auf der Geraden CD. Das Rechteck stellt im
Modell ein Dachflachenfenster dar; die Breite des Fensterrahmens soll ver-
nachlassigt werden.

c) Geben Sie die Koordinaten der Punkte L, H und K an und bestimmen Sie
den Flacheninhalt des Fensters. L
(zur Kontrolle: GH =\/§)

(Fortsetzung néchste Seite)
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d) Durch das Fenster einfallendes Sonnenlicht wird im Zimmer durch
-2
parallele Geraden mit dem Richtungsvektor v=|-8 reprasentiert. Eine
-1
dieser Geraden verlauft durch den Punkt G und schneidet die Seiten-
wand OPQR im Punkt S. Berechnen Sie die Koordinaten von S sowie die
GroRRe des Winkels, den diese Gerade mit der Seitenwand OPQR ein-
schlieldt.

e) Das Fenster ist drehbar um eine Achse, die im Modell durch die Mittel-
punkte der Strecken [GH] und [LK] verlauft. Die Unterkante des Fens-
ters schwenkt dabei in das Zimmer; das Drehgelenk erlaubt eine zum
Boden senkrechte Stellung der Fensterflache.

Bestimmen Sie die Koordinaten des Mittelpunkts M der Strecke [GH] und
bestatigen Sie rechnerisch, dass das Fenster bei seiner Drehung den

Boden nicht berthren kann.
(Teilergebnis: M(2|5]1,5))

Abbildung 2 zeigt ein quaderférmiges Mobelstlck, das 40 cm hoch ist. Es steht
mit seiner Ruckseite flachenbindig an der Wand unter dem Fenster. Seine

0 1
vordere Oberkante liegt im Modell auf der Geraden k: X = 55|1+A-|0 |, AelR.
0,4 0

' b ~ Abb. 2

f) Ermitteln Sie mithilfe von Abbildung 2 die Breite b des Mdbelsticks mog-

lichst genau.
Bestimmen Sie mithilfe der Gleichung der Geraden k die Tiefe t des
Mobelstucks und erlautern Sie Ihr Vorgehen.

g) Uberpriifen Sie rechnerisch, ob das Fenster bei seiner Drehung am
Mobelstuck anstoRen kann.

15
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Geometrie

Aufgabengruppe Il

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(10(2]0),
B(10|8|0), C(10|4|3), R(2|2|O), S(2|8|O) und T(2|4|3) gegeben.
Der Korper ABCRST ist ein gerades dreiseitiges Prisma mit der Grundflache
ABC, der Deckflache RST und rechteckigen Seitenflachen.

a) Zeichnen Sie das Prisma in ein kartesisches Koordinatensys- X3
tem (vgl. Abbildung) ein. Welche besondere Lage im Koordi-
natensystem hat die Grundflache ABC? Berechnen Sie das
Volumen des Prismas. X1

b) Ermitteln Sie eine Gleichung der Ebene E, in der die Seitenflache BSTC
liegt, in Normalenform.

X2

(mdogliches Ergebnis: E : 3X, +4X3 =24 =0)

c) Berechnen Sie die GroRRe des spitzen Winkels, den die Seitenkanten
[CA] und [CB] einschlieBen.

d) Die Ebene F enthalt die Gerade CT und zerlegt das Prisma in zwei volu-
mengleiche Teilkérper. Wahlen Sie einen Punkt P so, dass er gemeinsam
mit den Punkten C und T die Ebene F festlegt; begriinden Sie Ihre Wahl.
Tragen Sie die Schnittfigur von F mit dem Prisma in lhre Zeichnung ein.

e) Die Punkte A, B und T legen die Ebene H fest; diese zerlegt das Prisma
ebenfalls in zwei Teilkdrper. Beschreiben Sie die Form eines der beiden
Teilkorper. Begrinden Sie, dass die beiden Teilkdrper nicht volumengleich
sind.

Das Prisma ist das Modell eines Holzkdrpers, der auf einer durch die
X1Xo-Ebene beschriebenen horizontalen Flache liegt. Der Punkt M(5(6,5] 3)
ist der Mittelpunkt einer Kugel, die die Seitenflache BSTC im Punkt W beruhrt.

f) Berechnen Sie den Radius r der Kugel sowie die Koordinaten von W.
(Teilergebnis: r =1,5)

g) Die Kugel rollt nun den Holzkorper hinab. Im Modell bewegt sich der
Kugelmittelpunkt vom Punkt M aus parallel zur Kante [CB|auf einer Ge-
raden g. Geben Sie eine Gleichung von g an und berechnen Sie im Mo-
dell die Lange des Wegs, den der Kugelmittelpunkt zurtcklegt, bis die
Kugel die X4X,-Ebene berlhrt.
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