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Bei der Bearbeitung der Aufgaben durfen als Hilfsmittel verwendet werden
e die vom Staatsministerium genehmigte Merkhilfe fur das Fach Mathematik,
¢ eine der vom Staatsministerium zugelassenen stochastischen Tabellen,

¢ eine der vom Staatsministerium fur Leistungserhebungen zugelassenen
naturwissenschaftlichen Formelsammlungen,

e ein Taschenrechner, der hinsichtlich seiner Funktionalitat den vom
Staatsministerium getroffenen Regelungen entspricht.

Zu den Themengebieten Analysis, Stochastik und Geometrie wahlt der
Fachausschuss jeweils eine Aufgabengruppe zur Bearbeitung aus. Die zu einer
Aufgabengruppe gehodrenden Aufgaben im Priifungsteil B diirfen nur in
Verbindung mit den zur selben Aufgabengruppe gehérenden Aufgaben im
Priifungsteil A bearbeitet werden.

Name des Pruflings

Das Geheft mit den Aufgabenstellungen ist abzugeben.



Analysis

Aufgabengruppe 1

1 Gegeben ist die in IR definierte Funktion f: x — e2* + e 2*. Der Graph von f
wird mit G; bezeichnet.

a) Bestimmen Sie die Koordinaten des Schnittpunkts von G; mit der
y-Achse und begrinden Sie, dass G; oberhalb der x-Achse verlauft.

b) Ermitteln Sie das Symmetrieverhalten von G; sowie das Verhalten von f
fur X > —oco und fur X > +o.

c) Zeigen Sie, dass fir die zweite Ableitung f" von f die Beziehung
f"(x)=1-f(x) fir x IR gilt. Weisen Sie nach, dass G; linksgekriimmt
ist.

(zur Kontrolle: f'(x) =

=

. (egx _ e_gx))
d) Bestimmen Sie Lage und Art des Extrempunkts von G;.

e) Berechnen Sie die Steigung der Tangente g an G; im Punkt P(2 | f(2))
auf eine Dezimale genau. Zeichnen Sie den Punkt P und die Gerade g in
ein Koordinatensystem ein (Platzbedarf im Hinblick auf das Folgende:
—4<x<4, -1<y<9).

f) Berechnen Sie f(4), im Hinblick auf eine der folgenden Aufgaben auf
zwei Dezimalen genau, und zeichnen Sie unter Berlcksichtigung der bis-
herigen Ergebnisse G; im Bereich —4 <x <4 in das Koordinatensystem
aus Aufgabe 1e ein.

g) Zeigen Sie durch Rechnung, dass fur x € IR die Beziehung
2 a2 :
L) =[F(x)]" =1 gilt.

Die als Kurvenlange L,,, bezeichnete Lange des Funktionsgraphen von f
zwischen den Punkten (a|f(a)) und (b|f(b)) mit a <b lasst sich mithilfe

b
der Formel L,., = I,/1+[f’(x)]zdx berechnen.
a

h) Bestimmen Sie mithilfe der Beziehung aus Aufgabe 1g die Kurvenlange
Lo, des Graphen von f zwischen den Punkten (0]f(0)) und (b|f(b)) mit

b>0.
(Ergebnis: L., = e2® —e ")

(Fortsetzung néchste Seite)
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2 Die Enden eines Seils werden y

an zwei vertikalen Masten, die
8,00 m voneinander entfernt
sind, in gleicher Hohe Uber Seil
dem Erdboden befestigt. Der
Graph Gy aus Aufgabe 1 be- Mast 1 f(x) e
schreibt im Bereich -4 <x<4
modellhaft den Verlauf des
Seils, wobei die FuRpunkte F, *
und F, der Masten durch die
Punkte (—4|0) bzw. (4|0)
dargestellt werden (vgl. Abbildung). Eine Langeneinheit im Koordinaten-
system entspricht einem Meter in der Realitat.

Mast 2

a) Der Hohenunterschied zwischen den Aufhangepunkten und dem tiefsten
Punkt des Seils wird als Durchhang bezeichnet. Berechnen Sie auf der
Grundlage des Modells den Durchhang des Seils auf Zentimeter genau.

b) Berechnen Sie auf der Grundlage des Modells die GroRe des Winkels,
den das Seil mit Mast 2 im Aufhangepunkt einschlief3t, sowie mithilfe der
Kurvenlange aus Aufgabe 1h die Lange des zwischen den Masten
hangenden Seils auf Zentimeter genau.

Der Graph von f soll durch eine Parabel naherungsweise dargestellt werden.
Dazu wird die in IR definierte quadratische Funktion q betrachtet, deren

Graph den Scheitelpunkt (0]2) hat und durch den Punkt (4|f(4)) verlauft.

¢) Ermitteln Sie den Term q(x) der Funktion g, ohne dabei zu runden.

d) Fir jedes x €]0;4[ wird der Abstand der vertikal Gibereinander liegenden
Punkte (x|q(x)) und (x|f(x)) der Graphen von q bzw. f betrachtet,
wobei in diesem Bereich q(x) > f(x) gilt. Der groRte dieser Absténde ist
ein Mal daflr, wie gut die Parabel den Graphen G; im Bereich 0 < x <4

annahert. Beschreiben Sie die wesentlichen Schritte, mithilfe derer man
diesen grofdten Abstand rechnerisch bestimmen kann.
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Analysis

Aufgabengruppe 2

Im Rahmen eines W-Seminars modellieren Schulerinnen und Schiler einen
Tunnelquerschnitt, der senkrecht zum Tunnelverlauf liegt. Dazu beschreiben
sie den Querschnitt der Tunnelwand durch den Graphen einer Funktion in ei-
nem Koordinatensystem. Der Querschnitt des Tunnelbodens liegt dabei auf der
x-Achse, sein Mittelpunkt M im Ursprung des Koordinatensystems; eine Langen-
einheit im Koordinatensystem entspricht einem Meter in der Realitat. Fur den
Tunnelquerschnitt sollen folgende Bedingungen gelten:

| Breite des Tunnelbodens: b=10 m

I Hohe des Tunnels an der hochsten
Stelle: h=5m

Il Der Tunnel ist auf einer Breite von
mindestens 6 m mindestens 4 m hoch.

1 Eine erste Modellierung des Querschnitts der Tunnelwand verwendet die
Funktion p:x = —0,2x? +5 mit Definitionsbereich D, = [-5:5].

a) Zeigen Sie, dass die Bedingungen | und Il in diesem Modell erfullt sind.
Berechnen Sie die GrofRe des spitzen Winkels, unter dem bei dieser
Modellierung die linke Tunnelwand auf den Tunnelboden frifft.

Die Schiilerinnen und Schiiler untersuchen nun den Abstand d(x) der
Graphenpunkte Px(x | p(x)) vom Ursprung des Koordinatensystems.

b) Zeigen Sie, dass d(x) = J0,04x* —x2 1 25 gilt.

c) Es gibt Punkte des Querschnitts der Tunnelwand, deren Abstand zu M
minimal ist. Bestimmen Sie die x-Koordinaten der Punkte P, , fur die d(x)
minimal ist, und geben Sie davon ausgehend diesen minimalen Abstand an.

2 Eine zweite Modellierung des Querschnitts der Tunnelwand verwendet eine
Kosinusfunktion vom Typ k: x + 5-cos(c-x) mit ¢ €IR und Definitions-
bereich D, =[-5;5], bei der offensichtlich Bedingung Il erfillt ist.

a) Bestimmen Sie ¢ so, dass auch Bedingung | erfullt ist, und berechnen Sie
damit den Inhalt der Querschnittsflache des Tunnels.

(zur Kontrolle: ¢ =X, Inhalt der Querschnittsfléche: %mz )

b) Zeigen Sie, dass Bedingung Ill weder bei einer Modellierung mit p aus
Aufgabe 1 noch bei einer Modellierung mit k erfullt ist.

(Fortsetzung néchste Seite)



3 Eine dritte Modellierung des Querschnitts der Tunnelwand, bei der ebenfalls
die Bedingungen | und Il erflllt sind, verwendet die Funktion

f:x > v25-x* mit Definitionsbereich D =[-5;5].

a) Begrinden Sie, dass in diesem Modell jeder Punkt des Querschnitts der
Tunnelwand von der Bodenmitte M den Abstand 5m hat.
Zeichnen Sie den Graphen von f in ein Koordinatensystem ein (Platzbe-
darf im Hinblick auf spatere Aufgaben: -5<x<9, -1<y <13) und be-
grinden Sie, dass bei dieser Modellierung auch Bedingung Il erfullt ist.

X
Betrachtet wird nun die Integralfunktion F: x — jf(t)dt mit Definitions-
bereich D =[-5;5]. 0

b) Zeigen Sie mithilfe einer geometrischen Uberlegung, dass F(5) =22
gilt.
Einer der Graphen A, B und C ist der Graph von F. Entscheiden Sie,

welcher dies ist, und begriinden Sie lhre Entscheidung, indem Sie
erklaren, warum die beiden anderen Graphen nicht infrage kommen.

N
201 y 5 201 y 201 y c
0 X X 0 X
-5 0 5 -5 0 5 -5 0 5
A
-20 -20 -20

c) Berechnen Sie, um wie viel Prozent der Inhalt der Querschnittsflache des
Tunnels bei einer Modellierung mit f von dem in Aufgabe 2a berechneten
Wert abweicht.

Der Tunnel soll durch einen Berg fuhren. Im betrachteten Querschnitt wird
das Profil des Berghangs tUber dem Tunnel durch eine Gerade g mit der
Gleichung y = - 2 x+12 modelliert.

d) Zeigen Sie, dass die Tangente t an den Graphen von fim Punkt
R(4 | f(4)) parallel zu g verlauft. Zeichnen Sie g und t in das Koordi-
natensystem aus Aufgabe 3a ein.

e) Der Punkt R aus Aufgabe 3d entspricht demjenigen Punkt der Tunnel-
wand, der im betrachteten Querschnitt vom Hangprofil den kleinsten Ab-
stand e in Metern hat. Beschreiben Sie die wesentlichen Schritte eines
Verfahrens zur rechnerischen Ermittlung von e.
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Stochastik
Aufgabengruppe 1

Ein Getrankehersteller fihrt eine Werbeaktion durch, um die Verkaufszahlen
seiner Saftschorlen zu erhéhen. Bei 100000 der fir die Werbeaktion produ-
zierten zwei Millionen Flaschen wird auf der Innenseite des Verschlusses eine
Marke fur einen Geldgewinn angebracht. Von den Gewinnmarken sind 12000
jeweils 5€ wert, der Rest ist jeweils 1€ wert. Alle Flaschen der Werbeaktion
werden zufallig auf Kasten verteilt. Im Folgenden werden nur Flaschen aus der
Werbeaktion betrachtet.

1 Es wird eine Flasche gedffnet. Betrachtet werden folgende Ereignisse:
A: ,Der Verschluss enthalt eine Gewinnmarke.”
B: ,Der Verschluss enthalt eine Gewinnmarke im Wert von 1€.“

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten P(A) und P(B).

b) Es werden mehrere Flaschen gedffnet und fur jede dieser Flaschen wird
festgestellt, ob das Ereignis A eintritt. Begrinden Sie, dass dieses
Zufallsexperiment ndherungsweise durch eine Bernoullikette beschrieben
werden kann.

Im Folgenden gilt beim Offnen einer Flasche stets P(A)=0,05 und
P(B)=0,044.

c) Es werden nacheinander zehn Flaschen geoffnet. Berechnen Sie die
Wahrscheinlichkeit daftir, dass sich erstmals in der finften Flasche eine
Gewinnmarke befindet.

d) Bestimmen Sie unter Zuhilfenahme des Tafelwerks, wie viele Flaschen
man mindestens 6ffnen muss, um mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr
als 5% mindestens zwei Gewinnmarken zu finden.

e) Berechnen Sie den Gesamtwert der Gewinnmarken, die Kunden beim
Offnen der 20 Flaschen eines Kastens im Mittel in den Verschliissen
finden.

(Fortsetzung néchste Seite)
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Nachdem die zwei Millionen Flaschen verkauft sind, wird die Werbeaktion fort-
gesetzt. Der Getrankehersteller verspricht, dass weiterhin jede 20. Flasche
eine Gewinnmarke enthalt. Aufgrund von Kundenaulierungen vermutet der
Filialleiter eines Getrankemarkts jedoch, dass der Anteil der Saftschorle-
Flaschen mit einer Gewinnmarke im Verschluss nun geringer als 0,05 ist, und
beschwert sich beim Getrankehersteller.

2 Der Getrankehersteller bietet ihm an, anhand von 200 zufallig ausgewahlten
Flaschen einen Signifikanztest fur die Nullhypothese ,Die Wahrscheinlich-
keit dafur, in einer Flasche eine Gewinnmarke zu finden, betragt mindestens
0,05." auf einem Signifikanzniveau von 1 % durchzuflhren. Fir den Fall,
dass das Ergebnis des Tests im Ablehnungsbereich der Nullhypothese liegt,
verspricht der Getrankehersteller, seine Abflllanlage zu Uberprifen und die
Kosten fur eine Sonderwerbeaktion des Getrankemarkts zu Gbernehmen.

Ermitteln Sie den Ablehnungsbereich der Nullhypothese und bestimmen Sie
anschlielRend unter der Annahme, dass im Mittel nur 3 % der Saftschorle-
Flaschen eine Gewinnmarke enthalten, die Wahrscheinlichkeit daflir, dass
der Getrankemarkt nicht in den Genuss einer kostenlosen Sonderwerbe-
aktion kommt.
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Stochastik
Aufgabengruppe 2

1 Nach einem Bericht zur Allergieforschung aus dem Jahr 2008 litt damals in

Deutschland jeder vierte bis finfte Einwohner an einer Allergie. 41 % aller
Allergiker reagierten allergisch auf Tierhaare.

Kann aus diesen Aussagen gefolgert werden, dass 2008 mindestens 10 %
der Einwohner Deutschlands auf Tierhaare allergisch reagierten?
Begrinden Sie Ihre Antwort.

Nach einer aktuellen Erhebung leiden 25 % der Einwohner Deutschlands
an einer Allergie. Aus den Einwohnern Deutschlands werden n Personen
zufallig ausgewahilt.

a) Bestimmen Sie, wie grol3 n mindestens sein muss, damit mit einer Wahr-
scheinlichkeit von mehr als 99 % mindestens eine der ausgewahlten Per-
sonen an einer Allergie leidet.

b) Im Folgenden ist n=200. Die Zufallsgréfe X beschreibt die Anzahl der
Personen unter den ausgewahlten Personen, die an einer Allergie leiden.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafur, dass der Wert der binomial-
verteilten Zufallsgrofde X héchstens um eine Standardabweichung von
ihrem Erwartungswert abweicht.

Ein Pharmaunternehmen hat einen Hauttest zum Nachweis einer Tierhaar-
allergie entwickelt. Im Rahmen einer klinischen Studie zeigt sich, dass der
Hauttest bei einer aus der Bevolkerung Deutschlands zufallig ausgewahlten
Person mit einer Wahrscheinlichkeit von 39,5 % ein positives Testergebnis
liefert. Leidet eine Person an einer Tierhaarallergie, so ist das Testergebnis
mit einer Wahrscheinlichkeit von 85 % positiv. Das Testergebnis ist jedoch
bei einer Person, die nicht an einer Tierhaarallergie leidet, mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 35 % ebenfalls positiv.

a) Ermitteln Sie, welcher Anteil der Bevolkerung Deutschlands demnach
allergisch auf Tierhaare reagiert. (Ergebnis: 9%)

b) Eine aus der Bevolkerung Deutschlands zufallig ausgewahlte Person wird
getestet; das Testergebnis ist positiv. Berechnen Sie die Wahrscheinlich-
keit dafur, dass diese Person tatsachlich an einer Tierhaarallergie leidet.

c) Aus der Bevolkerung Deutschlands wird eine Person zufallig ausgewahlt
und getestet. Beschreiben Sie das Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit im
Sachzusammenhang mit dem Term 0,09-0,15+0,91-0,35 berechnet wird.
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Geometrie

Aufgabengruppe 1

In einem kartesischen Koordinatensystem legen die Punkte A(6|3]3),
B(316]3) und C(3|3|6) das gleichseitige Dreieck ABC fest.

a) Ermitteln Sie eine Gleichung der Ebene E, in der das Dreieck ABC liegt,
in Normalenform.
(mbgliches Ergebnis: E : x;+ X, +x3-12=0)

Spiegelt man die Punkte A, B und C am Symmetriezentrum Z(3 | 3| 3), SO
erhalt man die Punkte A’, B’ bzw. C'.

b) Beschreiben Sie die Lage der Ebene, in der die Punkte A, B und Z liegen,
im Koordinatensystem. Zeigen Sie, dass die Strecke [CC’] senkrecht auf
dieser Ebene steht.

c) Begriinden Sie, dass das Viereck ABA'B' ein Quadrat mit der Seiten-
lange 342 ist.

Der Kérper ABA'B'CC’ ist ein sogenanntes C
Oktaeder. Er besteht aus zwei Pyramiden mit '
dem Quadrat ABA'B' als gemeinsamer Grund-

flache und den Pyramidenspitzen C bzw. C'.

d) Weisen Sie nach, dass das Oktaeder B'< B
das Volumen 36 besitzt. A

e) Bestimmen Sie die GroRRe des Winkels
zwischen den Seitenflachen ABC und C'
AC'B.

f) Alle Eckpunkte des Oktaeders liegen auf einer Kugel. Geben Sie eine
Gleichung dieser Kugel an.
Berechnen Sie den Anteil des Oktaedervolumens am Kugelvolumen.
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Geometrie

Aufgabengruppe 2

Fur die Fernsehubertragung eines FulRballspiels wird Uber dem Spielfeld eine
bewegliche Kamera installiert. Ein Seilzugsystem, das an vier Masten befestigt
wird, halt die Kamera in der gewlnschten Position. Seilwinden, welche die
Seile koordiniert verkirzen und verlangern, ermdglichen eine Bewegung der
Kamera.

In der Abbildung ist das horizontale Spielfeld modellhaft als Rechteck in der
X1X,-Ebene eines kartesischen Koordinatensystems dargestellt. Die Punkte
W,, W,, W5 und W, beschreiben die Positionen der vier Seilwinden. Eine
Langeneinheit im Koordinatensystem entspricht 1 m in der Realitat, d. h. alle
vier Seilwinden sind in einer Hohe von 30 m angebracht.

X
3
W, (0]0[30) W.,,(0[120]30)

W,,(90/0|30)

- — [T PP L SR PP e T T =

4

Der Punkt A(45]60|0) beschreibt die Lage des AnstoRpunkts auf dem Spiel-
feld. Die Kamera befindet sich zunachst in einer Hohe von 25 m vertikal Gber
dem Anstol3punkt. Um den Anstol} zu filmen, wird die Kamera um 19 m vertikal
abgesenkt. In der Abbildung ist die ursprungliche Kameraposition durch den
Punkt K, , die abgesenkte Position durch den Punkt K; dargestellit.

1

a) Berechnen Sie die Seillange, die von jeder der vier Seilwinden abgerollt
werden muss, um dieses Absenken zu ermoglichen, wenn man davon
ausgeht, dass die Seile geradlinig verlaufen.

(Fortsetzung néchste Seite)
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Kurze Zeit spater legt sich ein Torhuter den Ball flr einen Abstol3 bereit. Der
Abstol soll von der Kamera aufgenommen werden. Durch das gleichzeitige
Verlangern beziehungsweise Verkirzen der vier Seile wird die Kamera entlang
einer geraden Bahn zu einem Zielpunkt bewegt, der in einer Hohe von 10m
uber dem Spielfeld liegt. Im Modell wird der Zielpunkt durch den Punkt K,
beschrieben, die Bewegung der Kamera erfolgt vom Punkt K, entlang der

- — 3
Geraden g mit der Gleichung g: X =K, +)\-(20J, A €IR, zum Punkt K,.
2

b) Bestimmen Sie die Koordinaten von K.
(Ergebnis: K,(51]100|10))

¢) Im Zielpunkt ist die Kamera zunachst senkrecht nach unten orientiert.
Um die Position des Balls anzuvisieren, die im Modell durch den Punkt
B(40 | 105 O) beschrieben wird, muss die Kamera gedreht werden.
Berechnen Sie die GrofRe des erforderlichen Drehwinkels.

Der Torwart fihrt den Abstold aus. Der hdochste Punkt der Flugbahn des Balls
wird im Modell durch den Punkt H(50|70|15) beschrieben.

d) Ermitteln Sie eine Gleichung der durch die Punkte W,, W, und K, fest-
gelegten Ebene E in Normalenform und weisen Sie nach, dass H unter-
halb von E liegt.

(Mégliches Teilergebnis: E : x, +5x3-150=0)

e) Machen Sie plausibel, dass folgende allgemeine Schlussfolgerung falsch
ist: ,Liegen der Startpunkt und der anvisierte hdchste Punkt einer Flug-
bahn des Balls im Modell unterhalb der Ebene E, so kann der Ball ent-
lang seiner Bahn die Seile, die durch [W,K,] und [W,Kj ] beschrieben
werden, nicht berthren.”
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